Dynamiques génériques

On ne peut pas décrire tous les comportement possibles des dynamiques des difféomorphismes ou des
flots: il y en a trop. Mais peut-étre les comportement les plus complexes sont ils portés par des
systémes tres dégénérés. Un peu comme ce qui se passe avec les fonctions de Morse: les points
singulier d’une fonction quelconque peuvent étre trés complexe mais, quitte a se limiter a un ouvert
dense de fonction, celle-ci n’ont qu’un ensemble fini de singularité qui sont de plus non dégénérées.

C’est I’approche que Smale avait tenté avec les systemes hyperboliques, mais qui se sont rapidement
avérés ne pas décrire une famille dense. Une grande partie de mes travaux en systémes dynamiques
(57 références ci-dessous) consistent a décrire la dynamique de difféomorphismes dans une partie
ouverte et dense, ou générique (intersection d’une famille dénombrable d’ouverts dense) de 1I’ensemble
de tous les systémes. Pour que cela est un sens, il faut préciser la topologie sur 1’espace des
difféomorphismes, et mes travaux portent essentiellement sur la topologie C!.

Mes travaux (avec de nombreux collaborateurs, Diaz et Crovisier étant les principaux) m’ont permis
d’élaborer une cartographie conjecturale d’un ouvert dense de 1’espace de tous les difféomorphismes,
pour la topologie C. 11 s’agit d’un programme ambitieux qui rassemble les résultats déja obtenu a
I’aide d’une vingtaine de conjectures, dont aucune n’a encore été infirmée. (Référence 25 ci-dessous,
2011).

Parmi mes travaux qui ont marqué ce sujet, il y a la définition, la construction et les conséquences des
« Blenders » (mélangeurs en frangais) avec Lorenzo Diaz. R
Ces blenders (référence 56, 1996) sont restés incompris et
délaissés par la communauté pendant une dizaine
d’années, avant que la communautés s’en empare, les
utilisent, les adaptent a d’autre contexte (conservatifs,
symplectiques, holomorphes) les généralisent comme la
notions de parablenders de Berger. Cela fait partie des
notions que j’aurais introduites (pas seul bien sfir) et qui
vont s’intégrer dans 1’outillage scientifique bien au-dela
du sujet initial, et certainement au-dela des
mathématiques.




Il y a également la généralisation, avec Crovisier, du « connecting lemma » de Hayashi (2004,
référence 42) et qui a permis d’utiliser la théorie de Conley sur les classes de récurrence par chaines
pour les difféomorphismes C1-génériques.

Il y a également de nombreux travaux sur les perturbations de la différentielle le long d’orbites
périodiques, dans la lignée des travaux de Mariié et Liao, qui permettent de montrer que des notions
faibles (mais uniformes) d’hyperbolicité sont nécessaires a 1’existence de propriétés robustes (voir en
particulier la référence 48 avec Diaz et Pujals, en 2003).

Mes travaux les plus récents ont porté sur la caractérisation des dynamiques non-hyperboliques par
I’existence de mesures ayant des exposants de Lyapunov nuls... a I’aide de Blenders. Mon dernier
travail, avec Diaz et Gelfert (référence 1), est dans cette lignée.

Signalons enfin le livre Dynamics beyond uniform hyperbolicity. A global geometric and probabilistic
perspective avec Diaz et Viana, qui a donné son nom Dynamics beyond uniform hyperbolicity a une
longue série de Conférences.
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